FUNZIONI REALI
Def. “Dati due insiemi non vuoti A e B, si dice funzione (univoca) di A in B una qualsiasi legge che associa ad ogni elemento  x di A uno ed un solo  elemento y di B.”

Fissati dunque due insiemi A e B, si può parlare di funzione di A in B, se esiste un procedimento (ad es. una precisa sequenza di operazioni algebriche) che consente di associare ad ogni elemento del primo insieme uno e un solo elemento del secondo.
                                             input                                output
                                      x                                                             y
Rappresentazioni (con diagrammi /simboliche)
                                                                 f  
   

1)                                                                     
      A                                                                                                          
            B
2)   f: A  ( B  per evidenziare la corrispondenza tra i due insiemi A e B .
3)   y = f(x)   per indicare che l’elemento y ( B risulta associato all’elemento x ( A tramite la funzione f.  Tale scrittura, la più usata, mette in evidenza  due “variabili”:

 -   x ( A è detta variabile “ indipendente”

 -   y ( B è invece la variabile “dipendente” (il suo valore infatti cambia al variare di x  nell’insieme A)

Si dice anche che  y = f(x) è l’immagine dell’elemento x data dalla funzione f. 

Grafico di una funzione

Si chiama “grafico di una funzione” f , l’insieme di tutte le coppie ordinate (x,y) otte-nute al variare della x in A e calcolando il corrispondente valore y = f(x). 
Ovvero, fissato un piano cartesiano, il grafico di una funzione altro non è che l’insieme dei  punti P(x,y) le cui coordinate  soddisfano l’equazione y=f(x).
DOMINIO di una funzione
Data una funzione f: A ( B, l’insieme A si chiama insieme di definizione (o di esistenza) o, in breve, DOMINIO della funzione. 
CODOMINIO di una funzione
E’ l’insieme delle immagini y=f(x) di tutti gli elementi x appartenti al dominio. 
Osservazioni: 
1) In assenza di ambiguità indicheremo sempre dominio e codominio con le lettere D e C, altrimenti potremo anche scrivere Dom(f), Cod(f).

2) Stabiliti due insiemi A, B e una funzione “f” che mette in corrispondenza elementi del primo insieme con elementi del secondo, il codominio (= insieme delle immagini) non necessariamente coincide con B, potendo essere solo un suo sottoinsieme.

In altre termini, alcuni elementi di B possono talvolta non risultare immagini di alcun elemento di A. 
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Funzioni reali di variabile reale
Quando A e B rappresentano l’insieme dei numeri reali  (A=B=R), allora abbiamo a che fare con funzioni reali (a variabile reale). 
Per le funzioni oggetto del nostro studio vedremo che la “legge” che associa le x alle y si può esprimere mediante una successione di operazioni da eseguirsi sulla variabile x  (f. di tipo analitico).
Le funzione analitiche reali vengono classificate in base alla natura dell’espressione in cui compare la variabile indipendente x:
1) f. algebriche : se, per ogni x, il valore y si ottiene con un numero finito di operazioni algebriche (addizione, sottrazione, moltiplicazione, divisione, elevamento a potenza, estrazione di radice)

a) razionali, se la variabile x non compare sotto il segno di radice

              intere, se  f(x) è un polinomio
              fratte, se  f(x) è una frazione algebrica (x compare al denominatore)
b) irrazionali  se in f(x) la x compare sotto il segno di radice

              intere, se la x compare solo al numeratore

                                fratte, se  la x compare al denominatore

2) f. trascendenti, sono tutte quelle che non sono algebriche. Ad esempio:
                       funzioni esponenziali,  logaritmiche,  trigonometriche 
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                                                              esponenziali 
                                Trascendenti              logaritmiche
                                                                     trigonometriche
Esempi:                                                               
1) y = x3 (funzione reale che ad ogni x ( R associa il suo cubo).

    E’ una  f. algebrica razionale intera. Vedremo in seguito che D=R e C =R.
2) 
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 (funzione che ad ogni x reale associa il “quoziente tra il suo successivo e il suo doppio”) E’ f. algebrica razionale fratta. Vedremo che D =R-{0} e  C = R-{1/2}.
Prima di procedere si richiama brevemente la nozione di intervalli limitati e illimitati,

con le relative notazioni (utili per rappresentare il dominio/codominio di una funzione):
Intervallo limitato 
Def. “Dati due numeri reali a e b , con a < b , si chiama intervallo limitato (o semplicemente intervallo) l’insieme di tutti i numeri reali compresi tra a e b.”

I numeri a e b sono chiamati rispettivamente estremo inferiore o sinistro  ed  estremo superiore o destro.        

Un intervallo I  si dice:

- chiuso , se ad esso appartengono gli estremi: 
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 e si indica con [a,b] 
- aperto , quando entrambi gli estremi non gli appartengono:  
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 e si indica con (a,b)  oppure con ]a,b[

- aperto a destra ,  se non contiene l’estremo destro:  
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 e si indica con [a,b)             
- aperto a sinistra ,  se non contiene l’estremo sinistro:  
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 e si indica con (a,b]           
Intervallo illimitato
a) “L’insieme di tutti i numeri reali maggiori ovvero “maggiori o uguali” di un numero reale a, costituisce un intervallo superiormente illimitato. In simboli (a,+() ovvero [a, +() . 
b) “L’insieme di tutti i numeri reali minori ovvvero “minori o uguali” di un numero reale a, costituisce un intervallo inferiormente illimitato. In simboli (-(,a) ovvero (-(,a] ”
Esempi:

-3(x(15 :  rappresenta un intervallo (limitato) chiuso                  (          [-3, 15]

0<x(20 :  rappresenta un intervallo (limitato) aperto a destra      (          (0, 20]

x<3  :  rappresenta un intervallo inferiormente illimitato             (          (- (, 3)
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  rappresenta un intervallo superiormente illimitato           (         
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Dominio di una funzione reale

Determinare il dominio D in una funzione reale espressa dall’equazione y=f(x) equivale a  determinare per quali valori della variabile x le operazioni che si devono eseguire su di essa hanno significato.  A tale proposito è utile ricordare che:
1) le operazioni di somma, sottrazione, prodotto sono sempre eseguibili in R, per cui nel caso di funzione espressa da un polinomio la varibile x può assumere quasiasi valore reale ( le funzioni razionali intere (polinomi) hanno sempre D = R = (-(,+()
2) la divisione è sempre possibile, purchè il divisore sia ( 0; nel caso delle funzioni fratte occorre quindi imporre la condizione “denom. ( 0” e risolvere la disuguaglianza
( le funzioni razionali fratte hanno come dominio D = R - {x(R/denom. = 0} cioè sono definite per tutti i numeri reali tranne quelli che, eventualmente, annullano il denominatore.

3) l’operazione di estrazione di radice di indice pari è sempre possibile se il radicando è positivo o nullo : occorre risolvere perciò la disequazione “radicando ( 0 “

( le funzioni irrazionali intere di indice pari hanno D = { x(R / radicando (  0}.

4) l’operazione di estrazione di radice di indice dispari è possibile per qualunque x (R: 
( le funzioni irrazionali intere di indice dispari hanno sempre D = R.
SIMMETRIA di una funzione reale

Simmetria di un punto
Sia P(x,y) un punto nel I quadrante: 
a) il punto P’ avente ascissa opposta e ordinata uguale a quella di P è detto  simmetrico rispetto all’asse y del punto P.

In tale simmetria (assiale) si ha quindi la trasformazione P(x,y) (  P’(-x,y)  


                    P’(-x,y)                       y                    P(x,y) 
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      -x                                                        x
b) il punto P’’ avente ascissa  ed ordinata opposta a quelle di P è detto simmetrico rispetto all’origine del punto P.

                                                       y                        P(x,y)
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In questa simmetria vale perciò  la trasformazione P(x,y) ( P’(-x, -y)  

Simmetria di una funzione
Se il dominio D di una funzione è simmetrico rispetto allo 0 

( ad es  D= [-a;a]  :   ..............[-a__________0__________+a].............. ), è utile determinare le eventuali simmetrie del grafico associato.
1) f(x) si dice PARI  se (x(D vale f(-x) = f(x). Il suo grafico risulta simmetrico rispetto all’asse y.
2) f(x) si dice DISPARI  se (x(D vale f(-x) = - f(x). Il suo grafico risulta simmetrico rispetto all’origine degli assi.

3) Se entrambe le condizioni non sono verificate, allora la f. non ha simmetrie.

Intersezioni di una funzione con gli assi cartesiani
· i punti di intersezione tra il grafico della funzione e l’asse x (detti zeri della funzione), si determinano risolvendo l’equazione f(x) = 0.

· il punto di intersezione tra il grafico della funzione e l’asse y si trova calcolando il valore della funzione per x=0, ovvero y = f(0).

“Segno” di una funzione reale
Per determinare il “segno” di una data funzione, cioè gli intervalli di valori della variabile x per i quali la corrispondente y è positiva o negativa (cioè dove f(x) > 0 o f(x) < 0 ), è sufficiente determinare l’insieme di positività della funzione, cioè risolvere la disequazione f(x) >0.  
Esempio.  E’ data la funzione y = x2 -16 . 

Simmetrie: vale   f(-x) = (-x)2 -16 =  x2 – 16 =  f(x),  cioè  la funzione è pari. 

Intersezioni: Asse x  :  f(x) =0 ( x2-16= 0  ( x = ( 4.     Asse y :  f(0) = -16 
“Segno”:  f(x) > 0 ,  x2-16 > 0  (  x < - 4 v x > 4 (insieme di positività). In automatico so anche dove f(x) < 0 (insieme di negatività) cioè l’intervallo - 4< x < 4.
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